XXVIII Ogoélnopolski Sejmik Matematykow

Propozycje zagadnien

1. »GRAFY EULERA.«
Opis: . . . . , .

Graf Eulera odznacza ste tym, Ze mozna w nim skonstruowaé cykl Eulera, czyli droge,
ktora przechodzi przez kazdg jego krawed? tylko raz i wraca do punktu wyjéciowego. Pierw-
szy raz problem poszukiwania cykléw w grafach zostal sformutowany przez matematyka
Leonharda Eulera w roku 1736, ktéry chcial rozwigzaé zagadnienie mostéw krélewieckich.
Mieszkancy Kroélewca gtowili sie bowiem mad tym, czy czy mozna przejsé kolejno przez
wszystkie mosty w ich miescie tak, zeby kazdy przekroczyé tylko raz i wrécié do miejsca,
z ktérego sie wyruszyto. Czym charakteryzujq sie grafy Eulera? Czy istnieje algorytm po-
zwalajocy na odszukanie cyklu Eulera w grafie eulerowskim? Czy grafy Eulera majq jaki$
zwigzek z grafami Hamiltona?
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2. »NA ILE SPOSOBOW? «
Opis: . . , . . .

W wierzchotkach dwudziestoscianu foremnego rozmieszczamy dwie kule czerwone,
jedna biata 1 jedna miebieska. Dwa rozmieszezenia uwazamy za takie same, jesli jedno
z drugiego powstaje przez pewien obrét dwudziestoécianu. Na ile Tréznych sposobéw mo-
zemy to zrobié? Odpowiedz na to, jak i wiele innych ciekawych pytan, daje lemat Cau-
chy’ego-Frobeniusa-Burnside’a 1 jego gtéowny wniosek — twierdzenie Polyi. Praca powinna
zawieraé omowienie powyzszego zagadnienia; mile widziane wtasne pomysty 1 ich samo-
dzielne rozwigzania.
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[1] M.Klin, R.P6schel, K.Rosenbaum,
ALGEBRA STOSOWANA DLA MATEMATYKOW I INFORMATYKOW, WNT, Warszawa 1992
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3. »ROWNANIA DIOFANTYCZNE«
Opis: , . ) . . .
Tytutowe réwnania wziety swqg nazwe od starozytnego matematyka greckiego Diofan-
tosa zyjgcego w IIT wieku m.e. Sg to réwnania algebraiczne, ktérych rozwigzan szukamy
wérdd liczb catkowitych bgd?Z naturalnych. Bodaj najbardziej znanym przyktadem takiego
réuwnania jest " 4+ ¢y = 2", ktore wigze sie ze stynnym Wielkim Twierdzeniem Fermata
orzekajacym, ze dla n > 3 nie istniejg zadne dodatnie liczby catkowite x,y, z spetniajace
to réwnanie. Francuski matematyk i prawnik Pierre de Fermat zanotowal swoje twier-
dzenie w 1637 r. na marginesie ksiqzki Arithmetica autorstwa Diofantosa, informujgc
jednoczesnie, ze margines jest zbyt waski, aby zmiescié¢ znaleziony przez samego Fermata
zadziwiajgey dowdd. Zapewne nigdy nie dowiemy sie czy rzeczywiscie Fermat dysponowat
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poprawnym dowodem; wiemy za to na pewno, ze twierdzenie zostato wykazane w 1994 r.
przez angielskiego matematyka Andrew Wilesa.

Oproécz tak trudnych problemoéw jak Wielkie Twierdzenie Fermata, réuwnania diofan-
tyczne wystepujg czesto jako problemy ma réznorodnych konkursach i olimpiadach ma-
tematycznych. Celem proponowanej pracy bytoby opisanie wybranych przez siebie kilku
metod podejécia do rozwigzywania réwnan diofantycznych oraz wsparcie ich interesujq-
cymi przyktadami. A przyktadéw jest wiele. Wyszukaé je mozna wéréd zadan olimpijskich
np. na stronie internetowej [6], czy tez w zbiorze zadan W. Sierpinskiego [5].

W zaleinoéci od preferencji oraz przygotowania matematycznego mozna skupié sie
na takich aspektach teorti réwnan diofantycznych jak:

e algorytm Euklidesa i réwnanie liniowe (zobacz np. [2, §1.3]),

e réunania drugiego stopnia, w szczegélnodci réunanie Pella 22 — dy2 = 1 (zobacz np.
2, §3.1]),

e Wielkie Twierdzenie Fermata dla niektérych wyktadnikéw, np. n =3, n = 4 (zobacz
np. [4]),

e zwigzek pomiedzy réwnaniem Pella a utamkami tancuchowymi (zobacz np. [2, §10.1]),

e zastosowanie teorii pierécieni z jednoznaczno$ciq rozktadu (zobacz mp. [1, rozdzial
IX, §1-7]
oraz [3, §3.5.7]).

Niektore z zasygnalizowanych tematéw wymagaja zapoznania sie z elementami pew-
nych teorii (pierécienie, liczby zespolone, teoria podzielnodci i liczby catkowite Gaussa).
Niemniej nawet przy podejsciu catkowicie elementarnym bogactwo zadan zwigzanych z réw-
naniaomi diofantycznymi, ktére pojawiaty sie na réznorodnych olimpiadach, niewgtpliwie
pozwala na napisanie interesujgceej pracy.
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4. »LICZBY ZESPOLONE W GEOMETRII«
Opis: . L . . .

Liczby zespolone pojawity sie w matematyce w XVI wieku za sprawg wtoskich mate-
matykéw Girolamo Cardano i Niccolo Tartaglii, ktorzy choé nie definiowali ich explicite,
wzywali pierwiastkowania liczb ujemnych do rozwiazywania réwnan stopnia trzeciego.
Za »ojca liczb zespolonych«uznawany jest natomiast wtoski inzynier Rafael Bombelli,
ktory w swych obliczeniach traktowat jednostke urojong jako petnoprawny obiekt ma-
tematyczny. Na powszechng akceptacje liczb zespolonych w $rodowisku matematycznym
czekaé trzeba byto do poczgtku XIX wieku. Wtedy to aksjomatyczng definicje tych liczb
i dziatan na mich, wraz z ich interpretacjg geometryczng, rozpropagowat Carl Friedrich
Gauss. Liczby zespolone byly ujmowane geometrycznie mieco wezesdniej przez dunskiego
matematyka Caspara Wessela oraz szwajcarskiego matematyka Jeana-Roberta Arganda.
Méwige dzi§ o plaszczyinie zespolonej czesto nazywamy jg wtasnie ptaszcezyzng Gaussa
badZ ptaszczyzng Arganda.

Elegancka interpretacja geometryczna liczb zespolonych daje mam ciekawe podejscie
do wielu probleméw geometrii ptaskiej. W artykule [1] podany jest szereg przyktadéw zadan
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olimpijskich 2z geometrii, do ktérych rozwigzania wzyé mozna wltasnie liczb zespolonych.
Celem pracy bytoby wykazanie, za pomocg stosownych przyktaddéw, jak wielkie mozliwo-
sci kryja sie w geometrycznych zastosowaniach rachunku na liczbach zespolonych. Mozna
postuzyé sie przyktadami z zadan olimpijskich zawartych w [1] badZ wyszukanych np. na
stronie internetowej [4]. Mozna takZe skupié sie ma »zespolonych«metodach dowodzenia
klasycznych twierdzen geometrii takich jak np. twierdzenie Pascala, twierdzenie Brokarda
czy nieréwnoéé Ptolemeusza. Stosowne bedzie takze zawarcie wybranych informacji na
temat tego jak ttumaczaq sie klasyczne relacje geometryczne (réwnolegto$é i prostopadtosé
odcinkéw, przystawanie i podobienistwo tréjkatéw) ma relacje pomiedzy liczbami zespo-
lonymi. W zaleinosci od narzedzi stosowanych w rozwigzaniach wybranych przez siebie
przyktaddéw, moina wyprowadzié¢ »zespolone«formuty na podstawowe przeksztatcenia geo-
metryczne (symetria, obrét, inwersja). Bardzo interesujace omoéwienie tej problematyki
znalezé mozna w ksiazce [3].

Elementarny wstep do teorii liczb zespolonych mozna odnaleZé w wielu podrecznikach.
Mozna np. siegnaé¢ do rozdziatu I ksiazki [2].
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5. » KEAMSTWA, WIERUTNE KEAMSTWA — STATYSTYKA!«
Opis: . . . . . . .

Celem pracy jest uzasadnienie (a moze obalenie?) powyziszego stwierdzenia. Autor
pracy moze sprobowaé odpowiedzieé¢ na pytania dlaczego rézne opracowania tego samego
zbioru danych moga prowadzi¢ do réznych wnioskéw, skgd wynikajq réznice 1 czy moina
stwierdzié¢, ktére wnioski sq zgodne z rzeczywistoséciqg. Praca na ten temat moze zawieraé
opracowanie samodzielnie wybranych zagadnien metodami statystycznymi i wyciagniecie
na ich podstawie wnioskéw. Dane mogq dotyczyé np. medycyny, finanséw, meteorologii
czy tez zupetnie innych przyktadéw z wtasnego podwdorka. Wazine, aby w kazdym przypadku
podaé Zréodto danych 1 omdwié¢ metode stosowang w ich opracowaniu.

Literatura:
[1] C.Radhakrishna Rao, STATYSTYKA I PRAWDA, Wydawnictwo Naukowe PWN, 1994

[2] Wybrane artykuty i opracowania,
a takze dalsza literatura dostepne np. na stronie firmy StatSoft http://www.statsoft.pl/

6. »NIEROWNOSCI MIEDZY SREDNIMI«
Opis: . - . L , . , .
Nagbardziej znang 1 najczesciej stosowang $rednig jest srednia arytmetyczna. Jednak
istniejq jeszcze inne $rednie: $rednia geometryczna, harmoniczna, potegowa, wyktadni-
cza, logarytmiczna i wiele innych. Miedzy tymi $rednimi mozna znaleZé duzo ciekawych
zwigzkow, ktére mogtyby byé tredciq pracy podwieconej temu zagadnieniu. W szezegdlnosci
interesujgce sg nieréwnosci miedzy wybranymi $rednimi oraz metody ich dowodzenia.

Literatura:

[1] O.Bagdasar, INEQUALITIES AND APPLICATIONS,
dostepna w bazie RGMIA pod adresem http://www.staff.vu.edu.au/RGMIA/monographs.asp
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[3] L.Kourliandtchik, KrRAINA NIEROWNOSCI, Aksjomat Torun (2006).
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T. »ZBIORY JULII«
Opis: . . . . . C .

Dla zadanej funkeji zespolonej f: C — C odpowiadajacy jej zbidér Fatou moina w uprosz-
czeniu (czyli nie do konca poprawnie) zdefiniowaé jako zbiér tych punktéw z € C, dla
ktérych ciag z, f(2), f(f(2)),... ma podciag zbiezny lub rozbieiny. Zbidr Julii jest dopet-
nieniem zbioru Fatou. Przyktadowo dla funkeji f(2) = 22 zbiér Julii jest okregiem jed-
nostkowym, lecz juz dla  funkcji f(2) = 22 + ¢, gdzie ¢ € C jest ustalong statq, zbiér ten
moze byé duzo bardziej skomplikowany. Pierre Fatou i Gaston Julia zdefiniowali swoje
zbiory okoto 1920 roku. Zobaczyé je mogliémy dopiero 50 lat pdiniej za sprawg Benoita
Mandelbrota. Jak wygladajq zbiory Julii dla wybranych funkcji? Jaki jest zwigzek pomie-
dzy zbiorem Julii, a zbiorem Mandelbrota?
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8. »LI1CZBA €«

Opis:

Liczba e jest jedng z najwainiejszych statych matematycznych. Jej wartosé to okoto
2,118282. Jak obliczyé te wartodé? Czemu logarytm o podstawie e nazywamy logaryt-
mem naturalnym? Jak odkryto te liczbe 1 do czego jest nam ona potrzebna? Jakie sq jej
wlasnodci?
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9. » ALGORYTMY GRAFOWE - CO JEST PROSTE, CO JEST TRUDNE. «

Opis: Ktére problemy w grafach (przyktadowo znajdowanie cykli, najkrétsze $ciezki, problem
komiwojazera, przeszukiwanie grafu, maksymalny przeptyw w sieci, kolorowanie grafu) sq
tatwe obliczeniowo, a ktére trudne? Przyktady algorytmdéw. Préby przyblizonych rozwigzan

probleméw trudnych.
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